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Mở đầu

1. Lý do chọn đề tài

Giải tích điều hòa là một ngành toán nghiên cứu biểu diễn của các hàm

hay phân tích, tổng hợp các sóng cơ bản và nghiên cứu tổng quát các khái

niệm của lý thuyết chuỗi Fourier và biến đổi Fourier. Trong thế kỷ qua,

giải tích điều hòa đã trở thành một lĩnh vực lớn với các ứng dụng trong

nhiều lĩnh vực đa dạng như xử lý tín hiệu, cơ học lượng tử, phân tích thủy

triều và thần kinh học.

Biến đổi Fourier cổ điển trên Rn vẫn là lĩnh vực đang được nhiều nhà

nghiên cứu "khai thác" đặc biệt là những vấn đề có liên quan đến biến đổi

Fourier trên đối tượng tổng quát hơn như hàm suy rộng điều hòa.

Giải tích điều hòa trừu tượng (xem [18]) bao gồm cả lý thuyết biểu diễn

(xem [14], [25]), được sử dụng như một cơ sở thay thế vai trò của các hàm

mũ trong phân tích Fourier cổ điển. Nói cách khác giải tích điều hòa trừu

tượng là sự mở rộng của phân tích Fourier cổ điển lên một nhóm G tùy ý.

Trong vấn đề này, có sự khác biệt lớn giữa trường hợp nhóm Aben và nhóm

không Aben. Phân tích Fourier trên nhóm Aben G được xác định trong

các số hạng của các đặc trưng nhóm tương ứng. Tuy nhiên đặc trưng bội

là không phù hợp để mở rộng phân tích Fourier trên nhóm không Aben.

Do đó trong trường hợp này biểu diễn nhóm (xem [24]) cho câu trả lời phù

hợp (chú ý rằng đối với nhóm Aben các biểu diễn bất khả quy đều là một

chiều).

Trong giải tích điều hòa cổ điển trên R, công thức Poisson cho các hàm

suy rộng là:
+∞∑

n=−∞
δ(x− n) = 2π

+∞∑
n=−∞

e−inx,

1



trong đó δ là hàm Dirac. Công thức trên đóng vai trò rất quan trọng với

một hàm f ∈ C∞0 (R) được viết ở dạng

+∞∑
m=−∞

f(m) = 2π
+∞∑

m=−∞
f̂(m),

trong đó

f̂(m) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−imxdx

là biến đổi Fourier của f . Vế trái của công thức trên được xem là phân

tích của biểu diễn chính quy thành tổng các thành phần bất khả quy và

vế phải được xem là tổng các giá trị biến đổi Fourier. Chính công thức này

có thể cho một phân tích trên không gian các hàm bình phương khả tích

như sau:

L2(R/πZ) =
⊕∑
n∈Z

Cn,

với Cn = C. Mặt khác, công thức này dễ dàng được phát triển trên ngôn

ngữ nhóm cho các nhóm sau: R,R∗+,C∗.
Nếu ta xét G = S1 là một nhóm Lie compact giao hoán, lý thuyết chuỗi

Fourier cho một câu trả lời thỏa đáng cho nhiều vấn đề của giải tích Fourier

như biến đổi Fourier và biến đổi Fourier ngược, công thức Plancherel ....

Nếu chúng ta có một hàm trên R thì chúng ta có thể lấy trung bình trên

các điểm nguyên để chuyển đến một hàm trên S1. Công thức tổng Poisson

cho ta mối quan hệ giữa tổng trên các điểm nguyên của các giá trị của

hàm trên R với giá compact và tổng của các ảnh Fourier tương ứng của

nó. Công thức này là một công cụ quan trọng cho giải tích phổ của không

gian các hàm bình phương khả tích trên đường tròn đơn vị L2
C(S1; 1

2πdθ).

Chính xác hơn, không gian L2(S1;C) được phân tích thành tổng trực tiếp

trực giao rời rạc của vô hạn lần của C :

L2(R/2πZ) =
⊕∑
n∈Z

C1
n;C1

n
∼= C.

Còn trong trường hợp G là nhóm cộng R cũng có kết quả tương tự như

lý thuyết biến đổi Fourier.

2



Nhóm nhân R∗+ là vi phôi với R và tích phân Fourier tương ứng được gọi

là biến đổi Mellin. Công thức nghịch đảo Mellin và công thức Plancherel

có dạng phân tích không gian L2(R∗+; dxx ) thành một tích phân trực tiếp

L2(R∗+) =

∫ ⊕
R

C1
λdλ,C1

λ
∼= C.

Nhóm nhân C∗ của các số phức khác không là đồng phôi với tích trực

tiếp của nhóm con compact S1 và nhóm con không compact R∗+ và vì thế

có phân tích phổ của L2(C∗;
1

2π

dr

r
dθ), theo I.M. Gelfand, thành tổng trực

tiếp rời rạc và tích phân trực tiếp liên tục.

L2(C∗/2πZ× {1}) =
⊕∑
n∈Z

Cn ⊕
∫ ⊕
R

C1
λ.

Bài toán được đặt ra là nghiên cứu để tìm ra công thức tổng Poisson

tương tự như công thức Poisson nói trên trong khuôn khổ giải tích điều

hòa trừu tượng trên các nhóm nửa đơn hoặc reductive. Công thức Poisson

trừu tượng tổng quát chưa tồn tại nên chúng tôi tiếp cận đến bài toán

này trên lớp các nhóm Lie có hạng 1 là nhóm SL(2,R) hoặc phủ phổ dụng

SU(1, 1) cho nên chỉ cần nghiên cứu trường hợp SL(2,R) là đủ. Các nhóm

hạng 2 là SL(3,R), SU(2, 1) và Sp(4,R), trong các trường hợp này chúng

tôi tính toán các tích phân quỹ đạo cụ thể.

Khi nhóm G là nhóm tuyến tính đặc biệt SL(2,R), tác động trên nửa

mặt phẳng Poincaré H = SL(2,R)/ SO(2,R) bởi các biến đổi phân tuyến

tính, chúng ta có thể chọn nhóm con Fuchsian kiểu I, Γ ⊆ SL(2,Z) sao

cho thể tích hữu hạn V ol(Γ\G) < +∞ tương ứng với độ đo Haar tự

nhiên trên SL(2,R). Khi đó nhóm tuyến tính đặc biệt này tồn tại duy

nhất, chính xác đến liên hợp, một nhóm con Cartan H [27] là xuyến

T (C) = GL1(C) = C∗. Mặt khác L2(Γ\ SL(2,R)) được phân tích phổ

thành tổng trực giao hai phần đó là phần liên tục L2
cont(Γ\ SL(2,R)) và

phần rời rạc oL2(Γ\ SL(2,R)). Phần rời rạc được phân tích thành tổng trực

tiếp trực giao của các biểu diễn tự đẳng cấu, tức là các biểu diễn thu được

từ biểu diễn chuỗi rời rạc của G, sau đó tính vết cho một biểu diễn chuỗi

rời rạc này thì ta nhận được vế giải tích (hay vế phổ) của công thức tổng
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